
Étude de la loi Γpa, λq

[On trouvera ce développement dispersé aux pages 82, 121, 162 du livre Exercices de probabilités de Cottrell,
Genon-Catalot, Duhamel et Meyre.]

Soient a ą 0 et λ ą 0, on note γa,λ : x ÞÑ
λa

Γpaq
xa´1e´λa1xą0 la densité de la loi Γpa, λq.

1 § La fonction caractéristique φa,λ de la loi Γpa, λq est donnée apr @ t P R, φa,λptq “

ˆ

λ

λ´ it

˙a

.

2 § Pour tout n P N, la loi Γpa, λq admet un moment d’ordre n donné par mn “
apa` 1q ¨ ¨ ¨ pa` nq

λn
.

1 § Pour α P R, on pose Dα
def
““ tz P C | Repzq ă αu. Pour z P Dλ et x ą 0, posons fpz, xq

def
““ xa´1e´pλ´zqa.

On a |fpz, xq| ď xa´1e´pλ´Repzqqx et λ´ Repzq ą 0 donc
ż

R`

xa´1e´pλ´Repzqqx dx ă `8. Ainsi,

ψ : z P Dλ ÞÑ

ż

R

γa,λpxqexz dx “
λa

Γpaq

ż `8

0

fpz, xq dx

est bien définie. Soit α P s0, λr.
§ @ z P Dα, fpz, ¨q est mesurable,
§ @x ą 0, fp¨, xq est holomorphe,

§ @ z P Dα, @x ą 0, |fpz, xq| ď xa´1e´pλ´Repzqqx ď xa´1e´αx et
ż

R`

xa´1e´αx dx ă `8.

D’après le théorème d’holomorphie sous le signe intégrale, ψ est holomorphe sur (l’ouvert) Dα. Comme
l’holomorphie est une notion locale, ψ est finalement holomorphe sur

Ť

0ăαăλ

Dα “ Dλ.

α λ

Dα Dλ

Figure 5.1 – Domaines Dα et Dλ

Par ailleurs, pour tout t ă λ, en effectuant le changement de variable y “ pλ´ tqx

ψptq “
λa

Γpaq

ż `8

0

xa´1e´pλ´tqx dx “
λa

Γpaq

ż `8

0

ˆ

y

λ´ t

˙a´1

e´y dy

λ´ t
“

λa

Γpaq

1

pλ´ tqa
Γpaq “

ˆ

λ

λ´ t

˙a
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Étude de la loi Γpa, λq

Comme z ÞÑ

ˆ

λ

λ´ z

˙a

est holomorphe Dλ et coïncide avec ψ sur l’intervalle s ´ 8, λr (qui contient un

point d’accumulation), d’après le théorème des zéros isolés, @ z P Dλ, ψpzq “

ˆ

λ

λ´ z

˙a

.

λ

Dλ

s ´ 8, λr

iR

Figure 5.2 – Domaine pour le principe des zéros isolés

En particulier, @ t P R, it P Dλ donc :

φa,λptq “ ψpitq “

ˆ

λ

λ´ it

˙a

2 § Comme ψ est holomorphe, φa,λ est infiniment dérivable en 0, donc la loi Γpa, λq admet des moments de
tout ordre. Plus précisément, soit n P N, le moment d’ordre n de la loi Γpa, λq est donné par mni

´nφ
pnq

a,λp0q.
De là, deux rédactions possibles :

§ par un récurrence immédiate : φa,λptq “ λapλ´itq´a, donc φ1
a,λptq “ λaiapλ´itq´a´1, donc φ2

a,λptq “

λai2apa ` 1qpλ ´ itq´a´2, etc. jusqu’à φpnq

a,λptq “ λainapa ` 1q ¨ ¨ ¨ pa ` nqpλ ´ itq´a´n puis on évalue
en t “ 0 pour avoir le résultat ;

§ avec un développement en série entière : d’une part, par analycité,

φa,λptq “

`8
ÿ

n“0

φ
pnq

a,λp0q
tn

n!
“

`8
ÿ

n“0

inmn
tn

n!

et d’autre part, pour |t| ă λ,

φa,λptq “ λapλ´ itq´a “

ˆ

1 ´
it

λ

˙´a

“

`8
ÿ

n“0

´ap´a´ 1q . . . p´a´ nq

n!

ˆ

´
it

λ

˙n

“

`8
ÿ

n“0

in
apa` 1q ¨ ¨ ¨ pa` nq

λn
tn

n!

puis on invoque l’unicité du développement en série entière.

§ Recasages : 235 (Problèmes d’interversion en analyse.), 236 (Illustrer par des exemples quelques méthodes
de calcul d’intégrales de fonctions d’une ou plusieurs variables.), 239 (Fonctions définies par une intégrale
dépendant d’un paramètre. Exemples et applications.), 245 (Fonctions d’une variable complexe. Exemples
et applications.), 261 (Loi d’une variable aléatoire : caractérisations, exemples, applications.)
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